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Жоспар

Дәрiстiң мақсаты – интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн
қойылған керi есептiң әлсiз шешiмiнiң асимптотикалық қасиеттерiн зерттеу
Негiзгi сұрақтар:

1 Сызықты интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн
қойылған керi есептiң K (t) ̸= 0 жағдайда экспоненциалды кемуi

2 Сызықты интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн
қойылған керi есептiң K (t) = 0 жағдайда экспоненциалды кемуi
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Есептiң қойылымы

Бұл дәрiсте сығылмайтын тұтқыр серпiмдi сұйықтың қозғалысын сипаттайтын сызықты
интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн коэффициенттi керi есеп
қарастырылды. Аталмыш керi есептiң жалпылама әлсiз шешiмiнiң экспоненциалды
кемуi қасиетi зерттелiндi. Қарастырылып отырған керi есептiң жалпылама әлсiз
шешiмiнiң экспоненциалды кемуi туралы интегралдық мүше болғанда (K(t) ̸= 0)
1.2-теорема, болмағанда (K(t) = 0) 1.1-теорема алынды. Теоремалар математикалық
қатаң тiлде дәлелдендi. Алынған нәтижелер жоба орындаушыларының [1] жұмысында
жарияланған.

Айталық, Ω ⊂ Rd , d ≥ 2, шектелген облыс, ал ∂Ω оның тегiс шекарасы болсын.
Сондай-ақ, QT = Ω× (0,T ) арқылы цилиндрлiк облысты, ал оның ΓT = ∂Ω× [0,T ]
арқылы бүйiр бетiн белгiлейiк, мұндағы T — берiлген оң ақырлы уақыт. Бiз
(u(x , t), p(x , t), f (t)) функцияларын анықтауға арналған, сығылмайтын тұтқыр серпiмдi
сұйықтықтардың ағынын сипаттайтын

Абылкаиров У., Кенжебай Х., Шәкiр А.
Жады мүшесi бар Кельфин-Фойгт жүйесiнiң шешiмiнiң экспоненциалды кемуi.
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ut − κ∆ut − ν∆u −
t∫

0

K(t − s)∆u(x, s)ds + (u · ∇)u +∇p = f (t)σσσ(x) in QT , (1)

жады мүшесi бар Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесiн,

div u(x, t) = 0 in QT , (2)

сығылмайтын сұйық теңдеуiн,

u(x, 0) = u0(x) in Ω, (3)

бастапқы шартты,
u(x, t) = 0 on ΓT , (4)

шекаралық шартты және ∫
Ω
uσ(x)σ(x)σ(x)dx = h(t), t ∈ [0,T ], (5)

қосымша интегралдық шартын қанағаттандыратын керi есептi қарастырайық, мұндағы
u(x, t) = (u1, u2, ..., ud ) сұйықтықтың жылдамдығының өрiсi, p(x, t) сұйықтықтың
қысымы, ал ν және κ > 0 сандары, сәйкесiнше, сұйықтықтың кинематикалық
тұтқырлығы мен релаксация коэффициенттерi болып табылады. Сондай-ақ, керi есепте
F(x, t) := f (t)σ(x) сыртқы күштердiң әсерiн сипаттайды, мұндағы
σ(x) := ω(x)− κ∆ω(x) және ондағы f (t) интенсивтiлiгi белгiсiз функция, ал u0(x), h(t),
ω(x) және K(t) функциялары берiлген белгiлiлер.
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Definition
(1)-(5) керi есебiнiң әлсiз шешiмi деп

1 u ∈ L∞(0,T ;H1) ∩ L2(0,T ;H1), ut ∈ L2(0,T ;H1), f (t) ∈ L2[0,T ];
2 Ω облысында u(0) = u0 бастапқы шартты;
3 барлық t ∈ [0,T ] аралығында (5) қосымша шартты;

4 кез келген φφφ ∈ H1(Ω) тест функциясы және барлық t ∈ (0,T ) мәндерi үшiн
төмендегi интегралдық тепе-теңдiктi

d

dt

(
(u,φφφ)2,Ω + κa (u,φφφ)

)
+νa (u,φφφ) + (u · ∇)φφφ, u)+

t∫
0

K(t − s)a (u,φφφ) ds = f (t) (ωωω,φφφ)2,Ω ,

(6)

қанағаттандыратын (u(x, t), f (t)) функцияларын жұбын айтады, мұндағы
a (u,φφφ) := (∇u,∇φφφ)2,Ω.
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Айталық, (1)-(5) керi есебiнiң бастапқы берiлгендi келесi шарттарды қанағаттандырсын

u0(x) ∈ H1; (7)

ω(x) ∈ H1, h(t) ∈ W 1
2 ([0,T ]); (8)

Ендi келесi энергетикалық функцияны енгiзейiк

Ψ(t) := ∥u(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥u(t)∥2H1 .
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Theorem (K (t) ̸= 0 жағдай)
Айталық, (7), (8) шарттар орындалсын және m0, α оң сандары табылып келесi
шарттарды қанағаттандырсын

|K(t)| ≤ m0e
−αt , t ∈ R+

және

∥K∥L1[0,t] =
∫ t

0
|K(τ)| dτ ≤

m0

α
, and ∥K∥L2[0,t] =

(∫ t

0
|K(τ)|2 dτ

) 1
2
≤

m0√
2α
. (15)

Онда 0 < γ < α мәнiне сәйкес M2 ақырлы оң саны табылып

Ψ(t) ≤ M2e
−γt ,

бағалау орындалады, яғни Ψ(t) функциясы t → ∞ кезде экспоненциалды кемидi.
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Ең алдымен K(t) ̸= 0 жағдайда, (1)–(5) есебiнiң әлсiз шешiмiнiң экспоненциалды
кемуiн көрсетейiк. Олай болса, (1) өрнектi v функциясына көбейтiп, x айнымалысы
бойынша Ω облыста интегралдап және бөлiктеп интегралдау өрнегiнiң көмегiмен

1

2

d

dt

(
∥v∥2V + κ∥v∥2H

)
+ ν∥v∥2H =

∫ t

0
K(t − s)(∇v(s),∇v(t))2,Ωds + S1(v, vt) =

2∑
i=1

Ji (9)

энергетикалық теңдiгiн алуға болады, мұндағы

S1(v, t) :=
1

k0

h′(t) + ν (∇v,∇ω)2,Ω +

t∫
0

K(t − s) (∇v,∇ω)2,Ω ds

 ;

k0 := ∥ω∥22,Ω + ∥∇ω∥22,Ω

Ендi (9) өрнектiң оң жағын бағалайық

|J1| ≤
ε0ν

4
∥v∥2H +

1

ε0ν

(∫ t

0
|K(t − s)|∥v(s)∥Hds

)2

(10)

және
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|J2| ≤
|h(t)||h′(t)|

k0
+
ε0ν

4
∥v∥2H +

ν

ε0k2
0

|h(t)|2∥ω∥2H +
1

2ε1k2
0

|h(t)|2∥ω∥2H+ (11)

ε1

2

(∫ t

0
|K(t − s)|∥v(s)∥Hds

)2

Соңғы (10), (11) бағалауларды (9) өрнекке қойсақ, онда

d

dt

(
∥v∥2V + κ∥v∥2H

)
+ 2(ν − ε0)∥v∥2H ≤

(
2

ε0ν
+ ε1

)(∫ t

0
|K(t − s)|∥v(s)∥Hds

)2

+ C1(t)

(12)
мұндағы

C1(t) :=
|h(t)||h′(t)|

k0
+

ν

ε0k2
0

|h(t)|2∥ω∥2H +
1

2ε1k2
0

|h(t)|2∥ω∥2H.

Соңғы өрнектi s бойынша 0-ден t-ке дейiн интегралдағанда,

∥v∥2V +κ∥v∥2H +2(ν− ε0)

t∫
0

∥v∥2Hds ≤
(

2

ε0ν
+ ε1

) t∫
0

(∫ s

0
|K(s − τ)|∥v(τ)∥Hdτ

)2

ds +C2

(13)
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мұндағы C2 =
∫ t
0 C1(s), ds + ∥v0∥2V + ∥v0∥2H. Сонымен қатар, (12) өрнектегi интегралдық

мүше үшiн

(∫ t

0
|K(t − τ)|∥v(τ)∥Hdτ

)2

≤
∫ t

0
|K(t − τ)|dτ

∫ t

0
|K(t − τ)|∥v(τ)∥2Hdτ = (14)

∥K∥L1([0,T ])

∫ t

0
|K(t − τ)|∥v(τ)∥2Hdτ

бағалауын қолдануға болады. Сондай-ақ, m0, α оң сандары табылып,
|K(t)| ≤ m0e−αt , t ∈ R+ болса, онда төмендегi бағалауды алуға болады

y1(t) = ∥K∥L1([0,T ]) =

∫ t

0
|K(τ)|dτ ≤

m0

α
, y2(t) = ∥K∥L2([0,T ]) =

(∫ t

0
|K(τ)|2dτ

)1/2

≤
m0√
2α
.

(15)
Жоғарыдағы (15) өрнектiң көмегiмен келесi теңсiздiк тұжырымдалады:

∫ t

0

∫ s

0
|K(s − τ)|∥v(τ)∥2Hdτds ≤

∫ t

0

∫ t

0
|K(s − τ)|∥v(τ)∥2Hdτds =∫ t

0
∥v(τ)∥2H

∫ t

0
|K(s − τ)|dsdτ ≤ ∥K∥L1([0,T ])

∫ t

0
∥v(τ)∥2Hdτ.

(16)
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Осылайша (14)–(16) өрнектердi (13) өрнекке ескерсек, онда бағалау алынады

∥v∥2V + ∥v∥2H + C0

t∫
0

∥v∥2Hds ≤ M1 (17)

мұндағы C0 := 2(ν − ε0)−
(

2
ε0ν

+ ε1

) (m0
α

)2
> 0 және M1 есептiң берiлгендерiнен

тәуелдi оң сан.
Ендi 0 < γ < α саны үшiн v(t) = e−γtu(t) деп алсақ, және vt = ute−γt − γue−γt екенiн
ескерсек, онда (1) өрнек мына түрде жазылады:

ute
−γt − γue−γt −∆

(
ute

−γt − γue−γt
)
− ν∆ueγt −

t∫
0

K(t − s)ue−γsds =

σ(x)

k0

h′(t) + ∫
Ω

∇ue−γt∇ωdx +

t∫
0

K(t − s)

∫
Ω

∇ue−γs∇ωdxds

 .
(18)
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Соңғы өрнектiң екi жағына eγt көбейтсек, онда келесi өрнек тұжырымдалады

ut − γu−∆(ut − γu)− ν∆u−
t∫

0

K(t − s)ueγ(t−s)ds =

σ(x)

k0

h′(t)eγt + ∫
Ω

∇u∇ωdx +

t∫
0

K(t − s)

∫
Ω

∇ueγ(t−s)∇ωdxds

 .
(19)

Мұнан соң жоғарыдағы өрнектi u функциясына көбейтiп, x айнымалысы бойынша Ω
облыста интегралдап, бөлiктеп интегралдасақ, онда келесi теңдiк шығады

1

2

d

dt

(
∥u∥2V + κ∥u∥2H

)
− γ∥u∥2V − γ∥u∥2H + ν∥u∥2H =

∫ t

0
Kγ(t − s)(∇u(s),∇u(t))2,Ωds+

h(t)

k0

h′(t) + ν (∇u,∇ω)2,Ω +

t∫
0

Kγ(t − s) (∇u,∇ω)2,Ω ds


(20)
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мұндағы Kγ(t) := K(t)eγt . Eгер γ < α жағдайда төмендегi бағалауларды алуға болады

∥Kγ(t)∥L1([0,T ]) =

t∫
0

K(s)eγsds ≤ m

t∫
0

e−(α−γ)sds ≤
m

α− γ
;

∥Kγ(t)∥L2([0,T ]) =

 t∫
0

|K(s)eγs |2 ds


1
2

≤
m√

2(α− γ)

(21)

Сонымен қатар, Фридрихс теңсiздiгiнен

− ∥u∥2V ≥ −C∥u∥2H (22)

теңсiздiгiн қорытуға болады. Соңғы бағалаудан

1

2

d

dt

(
∥u∥2V + κ∥u∥2H

)
+ (ν − γ − γC)∥u∥2H ≤

∫ t

0
Kγ(t − s)(∇u(s),∇u(t))2,Ωds+

h(t)

k0

h′(t) + ν (∇u,∇ω)2,Ω +

t∫
0

Kγ(t − s) (∇u,∇ω)2,Ω ds

 (23)
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Осылайша (10), (21), (22), (23) өрнектерден келесi нәтиженi алуға болады

∥u∥2V ≤ M2, (24)

мұндағы M2 есептiң берiлгендерiнен тәуелдi оң сан және v = ue−γt өрнегiн ескерiп
төмендегi нәтиженi тұжырымдауға болады

Ψ(t) = |ψ(t)|L2 ≤ M2e
−γt → 0, t → ∞. (25)
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Theorem ( K (t) = 0 жағдай)
Айталық, e(t) және e′(t) функциялары уақыт бойынша монотонды кемiмелi
функциялар болсын және

A

t∫
0

(
|e(s)|2 +

∣∣e′(s)∣∣2) eλsds +Ψ(0) < +∞, (26)

шарты орындасын, мұндағы

A :=
(κ + ν) ∥ωωω∥2H1 + 3l0

2l20
және Ψ(0) := ∥u0∥22,Ω + (ν + κ) ∥u0∥2H1 ,

λ :=
ν

C(Ω) + κ + ν
.

Онда M1 ақырлы оң саны табылып

Ψ(t) ≤ M1e
−λt ,

бағалау орындалады, яғни Ψ(t) функциясы t → ∞ кезде экспоненциалды кемидi.
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Ендi (1)-(4) керi есебiнiң әлсiз шешiмiнiң K(t) = 0 және σ(x)σ(x)σ(x) = ω(x)ω(x)ω(x) болғанда
экспоненциалды кемуiн зерттейiк. (1) теңдеулер жүйесiн v және vt функцияларына
көбейтiп, x айнымалысы бойынша Ω облыста интегралдайық. Мұнан кейiн, бөлiктеп
интегралдау өрнегiн қолданып, келесi энергетикалық теңдiктер шығады

1

2

d

dt

(
∥v∥2V + κ∥v∥2H

)
+ ν∥v∥2H = S2(v, t)h(t) (27)

ν

2

d

dt
∥v∥2H + ∥vt∥2V + ∥vt∥2H = S2(v, t)h

′(t) (28)

мұндағы

S2(v, t) :=
1

l0

(
h′(t) + (∇vt ,∇ω)2,Ω + ν (∇v,∇ω)2,Ω

)
; l0 := ∥ω∥22,Ω.

Осылайша (27) және (28) өрнектерден келесi теңдiктi тұжырымдауға болады

1

2

d

dt

(
∥v∥2V + (ν + κ)∥v∥2H

)
+ ν∥v∥2H + ∥vt∥2V + ∥vt∥2H = S2(v, t)h(t) + S2(v, t)h

′(t) (29)
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Соңғы өрнектiң оң жағындағы қосылғыштарды бағалайық

|S2(v, t)h(t)| ≤
|(h(t)|2 + |(h′(t)|2

2l20
+

1

4
∥vt∥2H +

1 + ν

l20
|(h(t)|2∥ω(x)ω(x)ω(x)∥2H +

ν

4
∥v∥2H, (30)

|S2(v, t)h′(t)| ≤
|(h′(t)|2

l0
+

1

4
∥vt∥2H +

1 + ν

l20
|(h′(t)|2∥ω(x)ω(x)ω(x)∥2H +

ν

4
∥v∥2H (31)

Мұнан кейiн (30) және (31) бағалауларды (29) теңдiктiң оң жағына қойғанда

Ψ′(t) + ν∥v∥2H + ∥vt∥2V + ∥vt∥2H ≤ A
(
|(h(t)|2 + |(h′(t)|2

)
(32)

теңсiздiгi тұжырымдалады, мұндағы

A :=
(κ + ν) ∥ωωω∥2H1 + 3l0

2l20
.

Пуанкаре теңсiздiгiн пайдаланып келесi бағалауды да алуға болады

ν∥v∥2H ≥
ν

C(Ω) + ν + κ
(
∥v∥2V + κ∥v∥2H

)
= µΨ(t), (33)
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мұндағы
µ :=

ν

C(Ω) + ν + κ
(34)

Ендi (34) бағалауды (33) теңсiздiкке ескерсек әрi алынған нәтиженi eµt−ға көбейтсек,
онда

eµtΨ′(t) + µeµtΨ(t) ≤ A
(
|(h(t)|2 + |(h′(t)|2

)
eµt . (35)

Соңғы өрнектi s айнымалысы бойынша 0−ден t−ға дейiн интегралдағанда, келесi өрнек
қорытылады

Ψ(t) ≤ e−µt

A

t∫
0

(
|(h(s)|2 + |(h′(s)|2

)
eµtds +Ψ(0)

 . (36)

Онда (36) теңсiздiкте t шексiздiкке ұмтылғанда (t −→ ∞) Ψ(t) функциясы 0−ге
ұмтылады (Ψ(t) −→ 0).
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НАЗАРЛАРЫҢЫЗҒА

РАҚМЕТ!
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